Rozwiazanie zadania T1.

Zagadnienie to mozna rozwigza¢ korzystajac z zasady zachowania energii mechanicznej oraz za-
sady zachowania momentu pedu.

Calkowita energia mechaniczna planetoidy wynosi
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gdzie v to predkos¢ planetoidy wzgledem Ziemi, r — odleglo$¢ od jej srodka, M oraz m to masy
odpowiednio Ziemi oraz planetoidy, G — stala grawitacyjna.

Moment pedu planetoidy wzgledem Ziemi to
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J = mriw, (2)

gdzie w to predko$¢ katowa planetoidy wzgledem $rodka Ziemi.
W chwili, gdy zaobserwowano planetoide

M
E = (vg +wirg) — G = (3)
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J = mriwy. (4)

7 zachowania momentu pedu wynika, ze predkos¢ katowa wy planetoidy, gdy znajduje sie ona w
odlegtosci r4 wynosi

J
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Gdy planetoida znajduje sie¢ w punkcie najblizszym $rodka Ziemi, jej predkos¢ radialna jest réwna
0, zatem jej energia wynosi
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7, zasady zachowania energii otrzymujemy
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Jest to réwnanie kwadratowe na :—d ktérego rozwiazaniem odpowiadajacym mniejszemu 74 jest
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rq ~ 6130 km. 9)

Otrzymana minimalna odlegto$¢ planetoidy od érodka Ziemi ry ~ 6130 km jest mniejsza od
promienia Ziemi, a zatem planetoida jej nie ominie.



Rozwiazanie zadania T2.
Jesli odparowywana jest masa Am azotu, to jej objeto$¢ poczatkowa jest objetoScia cieczy i
Wynosi %, a objeto$¢ koncowa, zgodnie z zalozeniami, jest objeto$cia gazu doskonalego réwna

%AT"L. Poniewaz w trakcie rozprezania czeS¢ pracy musi by¢ zuzyta na pokonanie zewnetrznego

cinienia pg, uzyteczna praca wykonana przez pare wynosi
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W drugim etapie objeto$¢ poczatkowa wynosi R—F‘?ATT”, koncowa ZLAm  Ponjewaz zalezno$é

ci$nienia od objetosci jest linowa, wykonana praca jest réwna pracy przy $rednim ci$nieniu w cylindrze
4 P1+po : .
réwnym H22E . Zatem w tym etapie wykonana praca uzyteczna to
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Poniewaz w pozostalych etapach cyklu praca nie jest wykonywana, catkowita praca to
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Rozwiazanie zadania T3.

Rozwazmy porcje wody o masie dm,,. Poczatkowo ta woda spoczywa w jeziorze (lub innym
zbiorniku) i jej ped wynosi 0. Nastepnie jest ona wsysana, przeplywa rurami i jest wyrzucana przez
dysze. Koncowy ped tej porcji wynosi dm,v. Zatem zmiana pedu (od wciagniecia do wyrzucenia)
tej porcji wody to

dp = dmyv. (15)

Porcja wody o masie dm,, jest wyrzucana przez dysze w ciagu czasu dt = dm,,/ (pvs1) 1w ciagu
takiego samego czasu jest wciagana przez rure nastepna porcja o masie dm,,. Czyli w ciagu czasu dt
zmiana pedu wody jest réwna dp = pvs;dt.

Zatem sila jaka unosi pojazd do gory wynosi

dp
F === pvsy, 16
a0 (16)
Sita ta musi réwnowazy¢ catkowity ciezar pojazdu, co oznacza, ze
mg = pv?s;. (17)
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Energia wyrzucanej w ciagu czasu dt wody to %v%vsldt, ale trzeba tez wykona¢ prace ghpvs,dt,
aby podnie$¢ te wode na wysoko$¢ h. Zatem w sumie moc silnika musi wynosi¢ co najmniej

1
P = 5112,01151 + ghpvsy. (19)

Wykorzystujac wzér na v otrzymamy

1
P = <—mg + ghpsl) A /9 (20)
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~ 17 kW. (21)



Rozwiazanie zadania T4 (numerycznego)

Rozwazmy ruch klocka spadajacego z pewnej wysokosci h. Ten ruch mozna podzieli¢ na nastepu-
jace etapy:

a) spadek swobodny z wysoko$ci h do wysokosci R,

b) ruch po okregu (petli) do momentu oderwania sie od niej, zatrzymania lub powtérnego osiag-
niecia minimalnej wysokoSci.

c) dalszy ruch klocka (ktérego pierwszym etapem moze byé¢ odpadniecie od petli i rzut ukos$ny,
ruch w kierunku przeciwnym do poczatkowego lub ruch po poziomej, koncowej czesci toru) albo
spoczynek.

Szczeglty punktu c) nas nie interesuja, chcemy tylko wiedzie¢, z ktérym przypadkiem mamy do
czynienia.

Poniewaz na etapie a) mamy do czynienia ze zwyklym spadkiem swobodnym, predkos¢ klocka
pod koniec tego etapu mozemy wyznaczy¢ np. z zasady zachowania energii otrzymujac

v =+2(h—-R)g. (22)

W etapie b) przyspieszenie @ klocka oraz wypadkowa dzialajaca na niego site F wygodnie jest
roztozy¢ na sktadowe: styczna (oznaczona indeksem s) oraz prostopadla do powierzchni (oznaczong
indeksem p). Wygodnie jest tez wprowadzi¢ kat o bedacy katem, jaki pélprosta $rodek okregu —
klocek zakreslita w trakcie kolistej czeéci ruchu klocka.

Mamy nastepujace zwiazki

F,=mgcosa — T, (23)
F, =mgsina — N, (24)

gdzie N jest silg reakcji toru, a 1" — silg tarcia.
Jesli klocek porusza sie po torze, to

T = uN. (25)

Z réwnan ruchu otrzymujemy, ze przyspieszenia styczne oraz prostopadle (dosrodkowe) wynosza

F
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gdzie predkos¢ v = R‘i—‘j oraz skorzystaliémy ze wzoru na przyspieszenie do$rodkowe. Poniewaz

mamy as = %, z otrzymanego ukladu réwnan otrzymujemy

do

U—RE,
@ = gCcoso — sinoz+v—2
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W celu numerycznego rozwiazania tego uktadu réwnan wygodnie jest wprowadzi¢ zmienne bez-
wymiarowe:
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W nowych zmiennych nasz uklad réwnan przyjmie postaé

do
0=— 28
d7_7 ( )
ds) :
e zcosa—,u(sma—i—Kf) . (29)

Zauwazmy, ze powyzsze rownania obowiazuja tylko, jesli 0 < a < %7?, N >0, v >0, czyli gdy

5
0<a< o (30)
sina + Q2 > 0, (31)
Q> 0. (32)

Uklad réwnan (28), (29) nalezy rozwiaza¢ numerycznie uwzgledniajac, ze w chwili poczatkowej

Q= \}’—é—g = 4/2 (;—% — 1), a = 0. Ten cel mozna osiagna¢ przeksztalcajac go do ukladu réwnan

réznicowych, w najprostszej wersji nastepujacego

a(T+AT)=a(r)+Q(7) - AT, (33)
Q(T+ A7) =Q(7) + [cosa (T) — p (sine (1) + Q2 (7)2)} - AT. (34)
Powyzszy uktad réwnan oznacza, ze w trakcie ruchu w czasie od 7 do 7 + A7 przyjmujemy, ze

wartoéci predkoSci oraz sily sa stale i réwne tym w chwili 7. Nieco doktadniejsze jest rozwazanie
nastepujacego ukladu réwnan réznicowych

a(T+AT/2) =a(r)+Q(7)  AT/2, (35)
QT+ A7) =Q (1) + [cosa (T + A7/2) — p (sina (7 + A7/2) + Q (7')2)} - AT, (36)
a(t+AT)=a(t+A7/2)+Q (1 + AT) - AT/2. (37)

Jesli znamy « oraz 2 w chwili 7, mozemy korzystajac z powyzszych réwnan wyznaczy¢ te wielkoSci
w chwili 7 + A7, i powtarzajac (iterujac) te procedure — w kolejnych chwilach czasu. Dokladnosé
wyznaczonego ruchu jest tym wieksza, im mniejsza jest warto$¢ A7, jednak wtedy nalezy wykonaé
wiecej krokow.

Aby klocek pokonal cala petle, musza by¢ spelnione warunki (31), (32) az do momentu, gdy
o > gw. Zauwazmy jednocze$nie, ze jeSli u > 0, to dla % < 2 klocek z pewnoScia nie pokona calej
petli (ze wzgledu na straty energii nie bedzie mégl osiagna¢ najwyzszego punktu petli).

Metoda postepowania moze by¢ zatem nastepujaca:

-1. Ustalamy krok czasowy A7 oraz parametr p okre$lajacy wzgledny wzrost % w trakcie szukania
L (patrz ponizej)



0. Przyjmujemy p = 0 oraz % = 2.

1. Dla danego p oraz zaczynajac od Q(t = 0) = /2 (% —1), a(r = 0) = 0 rozwiazujemy
iteracyjnie uktad (35), (36), (37) sprawdzajac po kazdym kroku spemienie warunkéw (31), (32).
Iteracje kontynuujemy do momentu gdy A. (31) lub (32) przestana by¢ spetione, lub B. a > 3.

2. Jedli iteracje w punkcie 1. zostana przerwane z powodu A., to zwickszamy p razy % i wracamy
do punktu 1.

3. Jedli iteracje w punkcie 1. zostana przerwane z powodu B., to przyjmujemy wstepnie, ze
(dla biezacego p1) szukane & = /i .12 — la/ /5 7 niepewnoscia wzgledna okreslona przez \/p =

Z—i, gdzie hs jest minimalng znaleziong przez nas wysokoécia, dla ktorej petla zostata pokonana,

a h; — maksymalng wysokoScia, dla ktérej petla nie zostala pokonana. Mozna tez wstepnie przyjaé
H

7= (h—Rl + h—R?) /2 + (h—R2 — %) /2 Ten wynik musi zostaé jeszcze zweryfikowany — patrz Wybdr kroku
czasowego oraz ocena doktadnosci ponizej

4. Przyjmujemy na p nastepna (w kolejnosci rosnacej) wartos$é sposréd podanych w tresci zadania,
zwiekszamy p razy % i wracamy do punktu 1.

5. Wszystkie iteracje koniczymy, gdy znajdziemy poszukiwane % dla wszystkich podanych w
treSci zadania .

Powyzszy algorytm latwo jest zaimplementowac¢ stosujac np. jezyki programowania C++-, Pascal,
a nawet Logo (na stronie KGOF znajduja sie odpowiednie programy napisane w C++ oraz Logo
oraz arkusz kalkulacyjny). Dzieki szybkoSci dzialania wspotczesnych komputeréw mozna osiagnaé
rozsadna doktadno$¢ bez konieczno$ci stosowania bardziej wyrafinowanych algorytmdéw.

Wybér kroku czasowego oraz ocena dokladnoéci

Poczatkowo przyjeto p = 1,06 oraz A7 = 0,001. Taka warto$¢ p oznacza, ze dokladno$¢ wyz-
naczenia % nie moze by¢ wieksza niz ok. 3%. Aby sprawdzi¢, ze krok czasowy jest wystarczajaco
maly, uruchomiono program ponownie z A7 = 0,0005 oraz A7 = 0,0002. Poniewaz we wszyst-
kich przypadkach dla danego p otrzymano doktadnie te same wyniki, przyjeto, ze nie ma potrzeby

dalszego zmniejszania A7. Otrzymane wyniki sg nastepujace:

w| 0 005(01 101502 ]025| 03 |035] 04 |0,45| 0,5 (38)
% 2,45 | 3,48 [ 493 | 7,00 9,93 | 14,1 | 20,0 | 28,3 | 42,6 | 60,5 | 85,8
przy czym zgodnie z powyzszymi uwagami niepewno$¢ wyznaczenia % wynosi 3%.

Uwagi:
1. Dla g = 0 nasze zagadnienie mozna rozwigza¢ analitycznie. 7 zasady zachowania energii

w najwyzszym punkcie petli mamy 2 = /2 (% —2). Warunek (31) prowadzi w tym punkcie do

(zauwazmy, ze o = %w) 0% > 1, czyli % = % Oznacza to, ze numeryczne poszukiwanie rozwiagzania
mozna bylo zacza¢ od h = 2,51 p = 0,05. Jednak otrzymanie w sposéb numeryczny wyniku h ~
2,5 dla g = 0 mozemy potraktowa¢ jako wstepne sprawdzenie wybranej metody oraz wybranego
parametru Ar.

2. Stosujac metody wykraczajace poza zakres szkolny metody rozwiazywania réwnan rézniczkowych

zagadnienie mozna rozwiaza¢ analitycznie réwniez dla p # 0. Scisty wynik to

h 3241 + €3

— =14 39
R Jr2 1+ 4p? (39)
co daje
1 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
% 2,5000 | 3,5276 | 4,9899 | 7,0704 | 10,033 | 14,260 | 20,303 | 28,965 | 41,405 | 59,332 | 85,238

(40)



Zauwazmy, ze w rozpatrywanym zakresie wspolczynnikéw tarcia, wzrost p o 0,1 prowadzi do okoto
dwukrotnego wzrostu %.

3. W przypadku wykorzystania arkusza kalkulacyjnego przedstawiona powyzej metoda jest
niezbyt wygodna — lepiej stosowaé bardziej zaawansowane algorytmy znajdowania %, np. metode
bisekcji (patrz np. w Wikipedii hasto "Metoda réwnego podziatu"). Patrz tez uwagi w arkuszu
kalkulacyjnym dostepnym na stronie internetowej KGOF'.

4. Wprowadzenie zmiennych bezwymiarowych pozwala na zmniejszenie liczby parametréw oraz
na latwiejsze szacowanie, jakie wielkos$ci wystepujace w réwnaniu sa "male", a jakie "duze", nie jest
jednak niezbedne do rozwiazania numerycznego. W rozwazanym zagadnieniu jest to réwnowazne

stosowaniu uktadu jednostek, w ktérym wartosci liczbowe R oraz g wynosza 1.



